11 Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\

o ¢ Qué propiedades debe cumplir un proceso estocastico pa
ser una MC de tiempo continuo?

— Los estados deben formar un conjunto numerable (En
caso contrario podemos tenerpmceso de Markgv

— SiX(t) es el eventoEn el instante t el sistema se
encuentra en estadpse debe cumplir:

PIX(t) =1 X(t) =], X(t) =k, ...} = PX(t,) =1 X(ty) =1}
para cualquiet,>t, >t,>t, ...

. A
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Cadenas de Markov de tiempo continuo\

* Probabilidad de transicion:
p; (s 1) = PIX(Y) =j [ X(s) =i}
» En forma matricial (matriz de probabilidad de transicion):
Pu(S PelSt -1

P(st)=[p4(st) p.(st) ..
n R

 Si la cadena es homogénea:
p; (1) = P{X(s+ 1) =] [ X(s) =i} = P{X(1) =] | X(0) =i}

EPIl(T) Po(r) ..L

PD)=1y(1) pAD) -
\ S /
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/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\

e Para encontrar una ecuacion analoga al caso disoret P, 1t
e = 1) definimos la tasa de transicidnafsition ratg del
estada alj:

o = limy_ o{ P (AL) / A}, 1 #]
* ylatasa de permanencia en el esiado
i = limy_o{(Pi(AL) - 1) 1AL} = -3, 0
* (; es negativo porque la probabilidad de permanecer en el
mismo estado decrece al aumentgf es positivo porque la

probabilidad de cambiar de estado aumenta.con

Ll. Cerda.
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Cadenas de Markov de tiempo continuo

« Se define la matriz de tasa de transictoansition rate
matrix) o generador infinitesimal de la cadena:

1 G, -
0= a im0

H. .. .57

* Todas la filas de Q cumplen que sus elementos suman 0.

* Una cadena de Markov de tiempo continuo se especifica
dando su matriz de tasa de transicion, representada
graficamente como (las tasgsno se ponen en el diagrama):

Ll. Cerda.
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Cadenas de Markov de tiempo continuo

« Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov son ahora:
P; (1) = Z, pu(T-0) (1)
* De donde:
p; (T+AD) - p; (1) = Z, [ py(T+AL -a) - py(T-0)] pi(0r)
tomandoa - 1, At 0: p,(1-0) - 0,i Zk; p;(1-a) - 1, luego:
dp; (T)/dt = Z, 0y P(T)
y en forma matricial:
dP(1)/dt = Q P(1)
También puede obtenerst(1)/dt = P(1) Q
« La ecuacion matricial diferencial anterior implica:

\ PO =e'=1+Qt1+ Q?1?2/21 +Q313/ 3! + ...

Ll. Cerda.
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/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\

 La probabilidad de estar en el estaea el instant¢es:
(1) = P{X() =i} = Z, P{X(t) =i | X(0) =k} P{X(0) =k} =
2y Pyi(t) T (0)
« En forma matricial:
m(t) =1(0) P(t)
» Supongamos que existe el limite:
lim,_ o TI(t) = 1= TY(0) P(e0)
puesto que:
lim,_,dP(t)/dt = 0,dP(t)/dt =P() QU P(0) Q=0
» Obtenemos asi la ecuacion pardiktribucién estacionaria

nQ=0,me=1 J
51
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Cadenas de Markov de tiempo continuo

» Tiempo de permanenciaen un estad& (Sojourn or holding

time): Es la V.A.H, igual al tiempo de permanencia en el estads
x(t)A4 H; = X, X H; =X,
Kk
i
j t
>

01 23405 '6'7..

» La propiedad de Markov implica que el tiempo de permanencia

1 en

el estada tiene una distribucion exponencial de paramefro

\ Hi(¥) = P{H, <x} = 1 - exp{g; X} /

Ll. Cerda.
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Cadenas de Markov de tiempo continuo

» Comprobacionde que el tiempo de X()a H

. . . ., . I
permanencia con distribuciéon exponencial [ >

cumple la propiedad de Markov (ausencié o

de memoria): 0 'tl ltz
P{X(ty) =i | X(ty) =i, X(0) =i} = P{X(tp) =i | X(ty) =i}

P{H <t |H >t} = P{H; < t, - t;}
e Comprobacion:

P{Hi <t [H; >t} = P{H; < t,, H; >t} / P{H; > t;} =

P{t 2 H, >t} / P{H; >t} = [P{H, < tp} - P{H, < t}] / P{H, > 1;} =
[(1 - exp{g; to}) - (1 - exp{a; t,})] / exp{q; t,} =

>t

1-exp{g; (t,-t)} = P{H, <t,-t;}.

&adistribucién exponencial es la Unica que cumple estappiédad.
53
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/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\

Transicion entre estados en una cadena de Markov de tiempo
continuo:

Todas las transiciones. |, i - k; j,k # i, ocurren distribuidas
exponencialmente (con tasgs g, respectivamente) y
independientes entre si.

. 4
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Cadenas de Markov de tiempo continuo

Generalizacion de una cadena de Markov de tiempo continuo:
proceso semi-Markov:

Definimos la V.A continuad; igual al tiempo de permanencia en
estada antes de saltar al estado

En un proceso semi-Markov dejamos que la distribucidn;deea
arbitraria. SH; esta distribuida exponencialmente, tenemos una
cadena de Markov de tiempo continuo.

actual no cumple la propiedad de Markov (de ausencia de memoria) pues Ig
evolucion del proceso depende del estado actual y el tiempo de permanenc
este estada,(t).

Considerari( t) si cumpliria la propiedad de Markov, pero tendriamos un

chso de Markofpuest, no es una variable discreta). J
55
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/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\

Cadena de Markov interna de un proceso semi-Markov
(embedded Markov chain):

Si en un proceso semi-Markov no fijamos solo en los instantes
donde se produce un cambio de estados obtenemaddaa de
Markov internadel proceso.

Teorema: stiees la probabilidad estacionaria de la cadena interpa,
Tt es la probabilidad estacionaria del proceso semi-MarkovHy E|
es el tiempo medio de permanencia en el estado

_ nie EH]

\ ni‘zn? EH,] /
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/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\
ﬂ:? E[Hi]

Justificaciéon de m = =
Zni EH,]
J

Tt es la fraccion de tiempo que el proceso esta en el astado
1t*=1/M; en la cadena internBefinimos:

f.(n): fraccion de tiempo que el proceso esta en el estado i en 1
saltos de la cadena interna.

N.(n) nUmero de veces que la cadena interna visita el eistado
estosn saltos.

H.(I): tiempo de permanencia en el estadp la visita que se
hace a ese estado duranteri@siltos.

. !
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/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\
ﬂie EH]

Justificacién de m =

e EMH
,Zn" al Puesto que:
.
f(NOTT-m
Cug  NOLHO OEHE =T
a n @) NO
fi(n)= JNk(n) Nk(nl)\t WO T - HH]
5 SHO ZN "CHGD < AN
N, (N
N —N(”) M7 L UM, =x
n
\
Substituyendo se justifica la ecuacion.
41 Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

Cadenas de Markov de tiempo continuo

» Cadena de Markov internade una cadena de Markov de
tiempo continuo

* Las probabilidades de transicipjt de la cadena interna valen
la probabilidad de que haya una transicion del estaljeen
la cadena de tiempo continuo. Estas probabilidades valen:
P =/ X4 Oy, 1 %]
Pi¢=0
La distribucion estacionaria de la cadena a tiempo continuo

puede calcularse a partir de la distribucion estacionaria de la
cadena interna con la formula:

E/q

Ll. Cerda.
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/ Cadenas de Markov de tiempo continuo\

« Justificacion: la probabilidad de que haya una transicion del
estada alj en la cadena de tiempo continuo es la
probabilidad que que la distribucion exponencial dedasa
sea la de valor menor de las distribuciones exponenciales
{du}i«;- Esta probabilidad valg/z, ,; g; C.Q.D.

* La distribucion del tiempo de permanencia en el estddda
cadena a tiempo continuo es la distribucion del minimo de laj
distribuciones exponencialmente distribuidas de tagds{.
Esta distribucion es una distribucién exponencial de tasa
2.%0;- Luego EH|]= 1/%, ., g;. Substituyendo:

U)

m EH] n/q

T = ' = ! q = Zq

I e e ! ]

Zﬂi E[Hj] Zﬂ:i /qj E:
J I
60
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

* Notacion de Kendal: A/S/k/c/p

NG
llegadas 2 salidas
» A: proceso de llegadas, @

» S: proceso de servicios,

* k: nUmero de servidores,

 C: tamano de la cola,

* p: poblacioén (si “c” 0 “p” no se indican, significa infinitos).
Procesos habituales:

G: general (no se supone un proceso concreto), M: Markovigno
(distribucion exponencial), D: determinista, Er: Erlang...
61
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Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

Teoria de colaggueueing theoy

~

« Teorema de Little: A Th
(t) -
Definimos los procesos estocasticos: -« »
N(t)

* A(t): nUmero de llegadas hasta el instdante
T, tiempo en el sistema del usuanio

* N(t): nimero de usuarios en el sistema en el instante
Y las cantidades:

N=AT

* NUmero medio de usuarios en el sisterhas !imiﬁ N(s)ds
Ccumple que:

Ll. Cerda.

Teoria de colaggueueing theoy

» Tasa media de llegada= lim,_, A(t) /t
» Tiempo medio en el sistema=lim,_, > T,/ A(t)
/62
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UPE
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« Demostraciongrafica del teorema de Littlea(t) D(t)
legadas 1 2 3 4 5 7 O
% SN l l l A(t) N(t)

c 9 4 ()L T4
g8, . E= |PY
835 LPY e
o e T]_ <—>|r — f_
g ol | E=r
£&o ! >
z2z boov v {

salidas 1 2 3 4
* Del grafico: A(t)T

At) i e Tomando el limite:
tJo t £ t Al) N=AT
63
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

* Podemos aplicar el teorema de Little a la cola de espera
al servidor:

Espera enlacoldV, Tiempo de servicioS,

\4 j Tiempo en el sistema:

At) D(t)

S ()~ T,=W +S,
<+—>
N(t)
« Numero medio de usuarios en la cdig:= A W
* NUmero medio de usuarios en el servigne A S

» p es la utilizacidon o carga del servidor.
NOTA:N =N+ p=A(W+3=AT
64
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

e La cola M/M/1: A)(\_t), %)_,
<+“—>
N(t)

 Llegadas Markovianas de tas&l tiempo entre llegadas
exponencialmente distribuido de medix: P{A,<x} =1 - e}
[0 A(t) es un proceso de Poisson de paramekd?{A(t) < n} =
(A X)"ner x/ nl.

 Servicios Markovianos de taga] tiempo de servio
exponencialmente distribuido de mediqu:IP{S,< x} =1 - e #x,

. !
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/ Teoria de colaggueueing theoy \
» La cola M/M/1:

 El procesad\(t) = nUmero de usuarios en el sistema en el
instantet es una cadena de Markov.

OBSERVACION: para un servicio no Markoviano, el proceso
N(t) no seria una cadena de Markov!

» Diagrama de tasas de transicion:

A 0 0

N(® o I
» Matriz de tasa n —(+p) A 0
de transicion: Q:SO no —(A+p) A

00w Gw - /
: : : : [
66
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e
/ Teoria de colaggueueing theoy \
» La cola M/M/1, célculo de Idistribucion estacionaria

H—X A 0 O ..[ *“Global balance
* ~(A+) A 0 equations”:
0o 0 T (ST nmQ=0,mme=1
M: : : : [
p
Ty A + T4 =0 o=t (m=pm,
J THA =14 A+W) + T, u=0 Du< T, = (14p) Ty~ P Tip= p* T,
T A —TEA+H) + T 0=0 | Ty = (1) T, A —p=pHt
- -

 Normalizacion:
=10 mzp =10 ;=1-p0 =(1-p)p
67
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Teoria de colaggueueing theoy

 La cola M/M/1,propiedades

 NUmero medio de usuarios en el sistema;

N =Ilim

| N

» Tiempo medio en el sistema:

Aplicando Little:N=ATO T=N/A=p/[A (1-p)] = L/(u-A)
» Tiempo medio en la col&V=T- L/u=p/(1 - A)
« Numero medio en la col&ly = A W= p?/(1 - p)
« NUmero medio en el servidd¥;=N-Ny=p

\I\IOTA: p=1-T,

tlﬁ N(s)ds= Zl r = ZI (1-p)p =P

(1-p)

~

!
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Teoria de colaggueueing theoy \

e La cola M/M/1,inestabilidad cuandop - 1:
N, T sonJ1/(1-p) 0 cuandop—1; N, T- oo

Numero medio en el
sistemaN =p/(1 - p)
A

Utilizacion: p

1

>

!
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

» Generalizacion de la cola M/M/firocesos de nacimiento y
muerte (“birth death processes”): son procesos donde so6lo
puede haber transiciones entre estados adyacentes. El nime
estados (N) puede ser finito o infinito.

Ao Ay Ag An-1

ro de

. A
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

» “Método del balance de flujo% para la solucion de cadenas de
Markov.

» Definimos el “flujo” entre estados de una cadena de Markov:
— Flujo del estada al v: F(u,v) =1,q,,
— Flujo entre dos conjuntos de estadoy:

FU,V)= m;Df(u’V)

* De las “Global balance equationst Q@ = 0) se puede deducir:
F(U,U°) = F(U¢c,U)
» Para cadenas de tiempo discreto se obtiene el mismo resulta

do

cambiando las tasag,() por las probabilidades de transicion e
Q‘ salto p,,)- j
71
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

» Distribucion estacionaria de ygmocesos de nacimiento y
muerte:

« El balance de flujos entké y U¢implica: A, 5 = 1 ; 1T,
e Iterando y normalizando se obtiene:

1,i=0.
. ¢ donde: W, = ER
i N | #
Z \Pk k=0 p k?
k=0 }L
A -
p.="1i=0,..,N-1
Hi 2o
LI. Cerda.
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Teoria de colaggueueing theoy

» Ejemplo probabilidad de pérdida en weatralita telefénica:

» Hipotesis: centralita com circuitos disponibles con “llamada
perdida”, poblacion infinita, llegadas Markovianas de daga
duracién de las llamadas exponencial de medial/cola
M/M/m/0. c=0

1

llegadas 2 salidas

Llamadas perdidas @

» Puesto que la superposicionrd&A exponencialmente

distribuidas de tasaﬁ, A, es una VA exponencial de taksa
+oEA

| @ n®
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

e Distribucion estacionaria de ¢t@ala M/M/m/0O:

» Aplicando la solucién obtenida para un proceso de nacimientg
muerte:

N =0 1 1,i=0.
L= i=0,...m- W =
"= i+ e, EL
nnll
-
T = \P' = (1L !
Yt om PEL
Z k=0 ~ K Z o % ] E
o \ /74
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Teoria de colaggueueing theoy

» Teorema PASTA “Poisson Arrivals See Time Average”.

« El tiempo medio que la cadena esta en el estadn [1 por
PASTA, la probabilidad de que una llegada Marcoviana
encuentre el sistema en el estadeTt

* Ejemplo: en el modelo de la centralita telefénica manrcuitos,
la probabilidad de tener una llamada perdida es la probabilida
gue la cola M/M/m/0 este en el estado

M L

ng m!

“Férmula de Erlang B”

d de

zkﬂﬁ 1

g k! J
75
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

La colaM/G/1:;

 El procesd\(t) = numero de usuarios en el sistema en el instar
en general NO es una cadena de Markov (solo si G es
Markoviano).

« Supongamos que los servicios se completan en los instgftes
son también los instantes de salida). Definimos el proceso
estocastico de tiempo discrei{t;) = nUmero de usuarios en el
sistema en el instantginmediatamente después del servicio).

* El procesoX(t,) es una cadena de Markov de tiempo discreto.
Justificacion: el valor d¥(t;) depende soélo del numero de
llegadas en intervalos que no se solapan, que es un proceso S

memoria.X(t) es la cadena interna del proceso semi-Markov (
t.), dondet; es el tiempo entre los serviciogi-1.
76
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/ Teoria de colaggueueing theoy \
La cola M/G/1: deduccidn de la matriz pi@babilidad de

transicion en un salto:

 Seaf(x) la funcion de densidad de la V.8igual al tiempo de
servicio.
» Definimos la V.A.V = {numero de llegadas en un tiempo de
servicio}, y las probabilidades; = P{V = i}.
» Condicionando a la duracion del servicio:
® [ llegadaen " |
v = pt €9 S = xOf ()dx= I@e‘“fs(x)dx
2, [un tiempox (] J il
* Las probabilidades de transicion en un ggsaalen:

0, j<i-1, (la cola solo puede decrementarse en 1)

J

Ll. Cerda.

P; v, 1 =0,]= 0, (silacolaestabavacia, quedan los que lleg
V., 1>0,]21i-1.(silacolanoestaba vacia, se decrementa gn 1)
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/ Teoria de colaggueueing theoy \
 La cola M/G/1: hemos obtenido que la matriz de probabilidad de

transicion: OV, Vv,V E

0, j<i-1, gjo ViV V3 oo

pij Vj’ i:O,jZ 0, O P:DO Vo Vi V,
Viigy 120,21+ Vo Vi

* Propiedadesde la solucion estamonarlazé nP e = J)
» Aplicando el teorema “Level Crossing Law”: en una cola con
llegadas y salidas unitarias se cumple que la P{un usuario al

llegar encuentraen el sistema} = P{un usuario al salir degn
el sistema}l]

1% = P{un usuario al llegar encuentran el sistemay}.

» Aplicando PASTA:
Tt = P{en el sistema hayusuarios en un instante arbitrario},
78

Ll. Cerda.

141 Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

-
/ Teoria de colaggueueing theoy \
« Justificacion del teoremd.gével Crossing Law':

e Sea:
A (t) = {numero de llegadas que encuentran el sistemausumarios}

D,(t) = {nimero de salidas que dejan el sistemai ecmuarios}
0

P{un usuario al llegar encueniran el sistema} = lim , A(t) / A(t)
P{un usuario al salir dejeen el sistema} = lim ., D;(t) / D(t)

» Un usuario que llega y veen el sistema provoca una transicion
i »i+1, un usuario que dejgprovoca una transiciar1 - i.

* Puesto que las llegadas y salidas son unitarias, el numero de
transiciones$ - i+1 yi+1-i puede diferir como maximo en 1:

IA() - Di(t)l <1

DA(t) D(t)D DA(t) D,(t) D (t) D(t) - A(t)D -0
“°°DA('[) D(t)D M’D A(t) D(t)  A(t) D #
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/ Teoria de colaggueueing theoy \

 Calculo del tiempo medio en la cola M/GM(férmula de
Pollaczek-Khinchin, P-K).

» Método de los momentos:
W= EJ[Y No+pR

donde:
— E[Y es el tiempo medio de servicio,
- NQ es el nimero medio en la cola,

— Res el tiempo medio residual = E[tiempo que queda al usyario
que se esta sirviendo al haber una llegada].

— p=AE[Y es la probabilidad de que el servidor esté ocupado.
* Aplicando Little a la colaNo =AW W=E[§ AW+ p R[]

\ W=pRI/(1-p). /

Ll. Cerda.
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Teoria de colaggueueing theoy

 La cola M/G/1, férmula de Pollaczek-Khinchin (P-K): calculo del
tiempo medio residual
Ea
¥ S5,
Tk
AN NN RN
>
_ vy vy
SalidasD(t) 1 2 34 5
De la f Srme L Pige
° - I . _
e la figura: o Z! T) r_. op 23 B
=lim =g —=Iim 1 20 2F[g]
2, SO
» Substituyendo:

3 _ ME[S?] _
W=pR/(1-p)O /W =221 1 p=AE[S.
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Teoria de colaggueueing theoy \

e La cola M/G/1, férmula de Pollaczek-Khinchin, P-K:
consecuencias

2
» Tiempo medio en el sistema: = E[S] +W = E[S] + 7;'(51[5)]
“p
- Para la cola M/M/1: Bf] = 2/p20 wW=—7F
u(l-p)
e ParalacolaM/D/1: Ef]= /20 w=—P
2u (1-p)

* Observaciones:

* La cola M/M/1 tienéN, Ny igual a la mitad de la M/D/1Y, N
iguales para valorgs — 0 y la mitad parg — 1.

 La cola M/D/1 tiene el valor minimo posible de&sg[[] es una
Qta minima d&V, T, N, y N para una M/G/1 J
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* Distribucion de la cola en la cola M/G/1:

Definimos

V; = {numero de llegadas en un tiempo de servicio del usiario

N. = {numero de usuarios en el sistema al finalizar el servicio del
usuarioi} 0 N, = (N_;—1)+V,.

Si hacemosd « , N, tiende a la V.A. igual al nGmero de usuarios en
el sistema al final de un servicio. Por el teorémael Crossing Law
esto es igual al numero de usuarios al haber una llegada y por
PASTA, también es igual al nimero de usuarios en el sistema.

La transformada z dd vale:
N(2) = Z;P[N=i] Z = E[2N] = E[zZ{(N- 1) + V}] =
E[z/\N - 1)1 E[2]

. !
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 Calculo de N¥) = E[z/\N - 1) E[2]

E[zAN-1)]=Z P[(N-1)y=i] Z

P[N-1y=i] = { Emz ﬂﬂfﬂ\l = 1], : - 8

E[z\N-1y]=P[N= 0] + 1/z5,,P[N=i] Z =
PIN= 0] + 1/z{N(2) - P[N= O]}

E[2']=PN =i]Z =5v. 7 =%, f O‘X)

IZ

e™ f (x)dx=

e f (x)dx = J'e-m-z)x f(x)dx = Lg(M(1- Z))/

Ll. Cerda.
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 Calculo de N(zF E[zAN- 1) E[z"]

Substituyendo y teniendo en cuenta que=Pp] =
(Ecuacion transformada de Pollaczek-Kinchin)

N@ = Lo(h1-2) D

Usando la igualdad (1-%F > ., X", podemos escribir la
ecuacion anterior como:

N(2) =(1-p)d- 2)2 E‘— (le_ 2)) %

. !
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* Distribucion del tiempo en el sistemargsponse timeen la cola
M/G/1.

Hemos deducido que Xies una V.A. continua con transformada
de Laplacd ,(s), el numero de llegadas de un proceso de poissgn
con tasa\ durante sucesivos valores ¥eale:

E[2 = Ly(\(1-2))
Para calcular el tiempo de respuéktaaquemos un usuarb El
namero de usuarios en el sistema a la salidbedesl nimero de
usuarios llegados duraritg Porlevel crossig lawes igual al

namero de usuarios a la llegadaldgque por PASTA es igual al
numero de usuarios en la cola en un instante arbithridsi pues:

\ E[Z] = E[Z'] = N(2) = L (A(1-2)) /

Ll. Cerda.
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* Distribucion del tiempo en el sistemargsponse timeen la cola
M/G/1.

Substituyendo:
E[24 = E[2] = N@) = Ly (\(1-2)

N@ = L= D=L a-2)

Con el cambios=A(1-2); 1-z=9A; z= 1-9A

Ly (9) = Ly(9)—P)SI2

\ Lo(s)+s/A-1 J

Ll. Cerda.
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Ejemplo distribucion de la cola en la colaM/M/1: BxE=1-ehx
L{(s)= W(pts) ; L{A(1-2)=W/(u+A(1-2))=1/(1+p(1-z)) Puesto

N(2) = (1-p)(L-2) ZEL i Z»% =W-p)a-2)3 Zl1+p(-2) =

1-pA-23 2 L) (-2) =A-p)5 019§ 21 =

2(1—p)pizi Puesto que M=% P[N=j] 2 0 P[N=j] = (1-p) p/

&

Nota: se han usad %‘E:EW: %i ;k%n :(1-—1)“1
i

las relaciones: @ e H N HoocHt iy 7
\ X AN R I /
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Ejemplo: distribucion del tiempo de respuesta en la cola M/M/1.:
P[S=Xx]=1-e¥; L(s)= W/(p+s)

d-p)s/h _ pd-p)

L-(s) = L(S
(9 S()Ls(s)+s/>»-1 S+p-A

UsandoL Y[1/(s+a)]= e ox:

fT (X) = L_lﬁmz M(l_p)e'u(l—p)x’ P[T < X] zl_e-u(l—p)x
H-AL]

Cuyo valor medio valet = 1/[u(1-p)] = 1/(u - A)
\ Jgg

Ll. Cerda.




