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/ Conceptes fonamentals de xarxes de computadors.
Un enfocament analitic.
J.M. Barceld, LI. Cerda, J. Garcia.

Temario:
» Cadenas de Markov y teoria de colas.
LI. Cerda, 9 horas.

 Traffic models.
J.M. Barceld , 6 horas.

» Complex Networks.
J.M. Barceld, 3 horas.

* No Markovian models.
J. Garcia , 3 horas.

* IP lookup and packet classification.

J. Garcia, 3 horas.
» Output scheduling.
J. Garcia, 3 horas.
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Ll. Cerda.

Tema 1: Cadenas de Markov y teoria de colas

» Cadenas de Markov en tiempo discreto.
« Cadenas de Markov en tiempo continuo.

» Teoria de colas.
—M/M/1.
— M/G/1.
— Reversibilidad en el tiempo (Burke).
— Redes de Jackson y redes cerradas.
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/ Espacio de probabilidad \

» Espacio muestralY) = conjunto de todos los posibles sucesgs (

» Evento aleatorio: conjunto de sucesos que cumplen una cierta
condicion (es un subconjunto 9.

A={w0Q : wcumple una cierta condicion}
» Espacio de probabilidad: es una triple®a F, P) donde:
* F es una familia de eventos aleatorios.
» P asigna una probabilidad a cada evento aleatorfo. de

/
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/Familia de eventos y definicion de probabili@

 La familia de eventos aleatoriésha de cumplir:
* Tiene el event@,
* Si los evento#\ y B son deF, tambeé lo so+B, AB, Ac,Bc.
« Si los eventog\, i=1,2,... son dé-, tambien lo soxA; i MA

* Las probabilidades asignadas a los eventds o de cumplir
(definicion axiomatica de probabilidad):

« P[A] =0
«P[Q] =1
*SIAA =0, i#j, P[ZA] = = PA]

\-Si A es una particion da, P[A] = = P[A] J
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11 Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

/ Ejemplo \

» Experimento: lanzar una moneda tres veces.

» Espacio muestrafd = {CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX,
XXC, XXX}

» Ejemplos de posibles eventos:

* A= {sale una cara} = {CXX, XCX, XXC}

* B ={salen al menos dos caras} = {CCC, CCX, CXC, XCC
» Ejemplo de una familia de eventos:

F={Q, 0, A B, A+B, A,B¢, (A“+B)}

* A menudoF no se da explicitamente porque se deduce del
modelo.

Ll. Cerda.
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/ Variable aleatoria (VA) \

* Es una funcion definida sobre el espacio mueStidd un
espacio de probabilida@(F, P).

» Asigna un numero red(w) a cada posible sucean] Q.
» Para cada numerg {w | X(w) < x} es un evento dE.

* Normalmente se suprime la dependencia funcionatxcypse
escribeX en lugar deX(w) y {X < x} en lugar de { | X(w) < x}.

» Una VA puede ser discreta o continua.

. !
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/ Ejemplo \

» Experimento: lanzar una moneda tres veces.
» Espacio muestraf2 = {CCC, CCX, CXC, CXX, XCC,
XCX, XXC, XXX}

» Definimos la VAX = nombre de caras en el primer y ultimo
lanzamiento:

e [X =0} = {XCX, XXX}
e {X =1} = {CXX, CCX, XXC, XCC}
« {X=2}={CXC, CCC}

/
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Proceso estocastico

* Es un conjunto de VAs:X(t) : t I '} definidas en un mismo
espacio de probabilidad.

* Normalmente el indicerepresenta un tiempoX(t) el estado
del proceso estocastico en el instante

* El proceso puede ser de tiempo discreto o continb@si
discreto o continuo.

 Si el proceso es de tiempo discreto, usamos enteros para
representar el indiceX{, X, ...}

. /8
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e
/ Ejemplo: cola con un Unico servidor \

llegadas C salidas

Podemos definir los procesos estocasticos:
* A(t): numero de llegadas hasta el instdante
e D(t): nUmero de salidas hasta el instdante
* N(t): nUmero de usuarios en el instante

* V(1): tiempo necesario para servir &) usuarios
gue hay en el sistema (tiempo de espera virtual o
trabajo remanentauthfinished work).

- y
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/ Diferencia entre proceso i VA \

* Podemos imaginar un proceso como una secuencia de sucesos
(epoch$ que ocurren cada cierto intervalotér-epoch times

» Por ejemplo, se dice que un proc&$t) es de poisson de
parametro\, cuando la VA igual al nombre de sucesos que han
ocurrido en un tiempt tiene una distribucion de poisson de
parametroit:

(At)
i !

. A
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Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

Cadenas de Markov

 En muchas ocasiones se puede representar el
comportamiento de un sistema describiendo todos los
distintos estados que el sistema puede ocupar e indicandg
las transiciones del sistema de un estado a otro.

» Silas transiciones de un estado a otro cumplen ciertos
requisitos de independencia (ausencia de memoria) el
sistemas puede describirse mediante una Cadena de
Markov (MC).

* Podemos distinguir entre MC de tiempo continuo y de
tiempo discreto.

Ll. Cerda.
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Cadenas de Markov de tiempo discreto

» ¢ Qué propiedades debe cumplir un proceso estocastico
para ser una MC de tiempo discreto?

— Los estados deben formar un conjunto numerable (En caso
contrario se habla de ymoceso de Markgv

— SiX(t) es el eventoEn el instante t el sistema se encuentra en
estado j se debe cumplir:
P{X(t) =i | X(t-1) = j, X(t-2) = k, ...} = PX(t) =i | X(t-1) =j}
— SIPX() =i | X(t-1) =j} = P{ X(2) =i | X(0) =]} para todot
tenemos undC de tiempo discreto homogenaksotros
consideraremos solamente MC homogéneas.

NOTA: Algunos autores usan el termino cadena / proceso segun si el tie

(y no el estado) es discreto / continuo, y asumen que el estado es discretp.

Ll. Cerda.
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.
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

» Posible evolucion de una MC de tiempo discreto:

A
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3
/ Cadenas de Markov de tiempo discreto
* Tiempo de permanencia en un estk@8ojourn or holdi

, )

time): Es la V.A.H, igual al nUmero de saltos que la cadena
permanece en el estakio

.

X(t)a H.=4 H =3
< re—— >
.
k A
@ @@ t
>

Distribucion geométrica de medialEf = 1/ (1- p;)
OTA: permitimos que; =0, H, (n) =&(n-1), yp,;=1,H; = co.

01 2345 67 ..

» La propiedad de Markov implica:
H(n) = P{H; =n} = p;"* (1-p;), =1

A
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

* Representacion grafica de una MC de tiempo discreto:

pi = P{X(t) =i | X(t-1) =i}
= P{X(1) =i | X(0) =i}

p; = P{X(1) =i | X(t-1) =j}
= P{X(1) =j | X(0) =i}

o X(t) =i: En el instante, el sistema esta en estado

* p; se llaman probabilidades de transicion en un paso.
\ /15
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

» Matriz de probabilidades de transicion en un paso:

— El conjunto de probabilidadeg, i=1...,j=1... definen
la evolucion del sistema. Se pueden representar como
una matriz, que se conoce comatriz de
probabilidades de transicion en 1 paso:

P P L

P=[Py Py -

B g

. A
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[T T ]

Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

* Ejemplo:
* Un terminal puede estar en 3 estados:

0.8

— Estado 1: Inactivo

— Estado 2: Activo sin enviar datos
— Estado 3: Activo enviando datos

08 015 005
P=07 02 01
5 03 02r

A
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.

Cadenas de Markov de tiempo discreto

Probabilidades de transicion eipasos:
— La probabilidad de transicion en 1 paso:
py = P{X(1) =j | X(0) =i}
se generaliza empasos a:
™ = P{X(n) =j [ X(0) =i}
NOTA: en los pasos intermedios 1..n-1 puedeX{titambién esté en el estado
Matriz de probabilidades de transicion enn pasos:

(n)
1

P(n) :D 1(n)
|:| e

p,” [
(n
P
. .|:

~

A
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

» Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:
P ™ = 2y py™ py M

e Demostracion:

p;™ = P{X(n) = | X(0) =i} = Z, P{X(n) =, X(m) =k | X(0) =i} =
2 P{X(n) =] | X(m) =k, X(0) =i} P{X(m) =k | X(0) =i} =

5 P{X(n) =] | X(m) =k} P{X(m) =k | X(0) =i} = 5, p, (™ p,, ™

 Interpretacion:

X
0O m n /
19
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

» Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov en forma matricial:

P ™ = Z, pi™ "™
[

p(n) = p(m p(n-m

» En particular:
P = p) pM-l)= p p-H) = p-1) p
e |terando obtenemos:

p(n) = pn

. !
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

* Ejemplo: H)'S 015 005
0.2 P=97 02 01

0.8 0.15
‘3 5 03 02f

770 0165 0065
P2 =[0.750 0175 0075
{710 0195 0095

@.76250 016875 0.0687% EPl R Bl
P°=0.7625001687/5006875Fm, P B
v,

K 76250016875006875 My b, pir /
21
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

e Clasificacion de los estados:

— Estados recurrentes estados que tienen una probabilidad > 0 de
volver al estado (se visitan un nimero infinito de veces).

— Estados transitorios estados que tienen una probabilidad > 0 de
no volver nunca al estado (se visitan un namero finito de veces).

» Para tener criterios que nos permitan clasificar los estados
empezamos estudiando las distribuciones del nimero de
pasos que tardamos de ir de un estadon estadg..

. A
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

» Definicion:
f;™ = P{volver por primera vez_al estaflenn pasos
partiendo dg}

» Ejemplo: vuelta por primera vez al estaam 5 pasos:

—@
2\‘%3

* No confundir con la prob. de volvelj ann pasos habien-

do salido dg, aunque entre medio visitemiog, ™
\ /23
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

« f,Wip;,™cumplen:

pl _Z FOprD nx1

» La probabilidad de volver por primera vez en cualquier
namero de pasosjdabiendo partido dees:

00

Zf(n)

. A
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

« Sif; = 1 decimos quges un estadmecurrente
* Sif; <1 decimos quges un estadgansitorio

* Cuanddf; = 1, definimos etiempo medio de recurrencia

M. como: w
1l — nf (n)
>,

Es decirM; es el nUmero medio de pasos que hay que dar
para volver al estadgor primera vez después de dejarlo.
* Clasificacion de los estados recurrentes:

—SIiM; = « es estado egcurrente nulo
—SiM; < » es estado decurrente positivo.
25
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

* PropiedadEn las MC con un numero finito de estados, los
estados son recurrentes positivos o transitorios. Al menos
un estado debe ser positivo recurrente. No puede haber
estados recurrentes nulos.

* Ejemplo: 0-2
e recurrentes
ositivos
f,=0 1.0 - e g

transitorios

Ll. Cerda.
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

» Analogamente podemos definir los tiempos de primer
paso del estadaa estadg ( f; ). Evidentemente:

n

(n) — (1) y~(n-1)
P, _Z fij P;

* Eltiempo medio del primer paso del estadestadg M;

/
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vale:
M, = Z nfij‘”)
/27
41 Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.
UPC
/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

» Estados periddicos y aperiodicos:
—Se dice que un estaglesperiodico de perioddk (k> 1)
si después de dejar el estadilo es posible volver a él
en un numero de saltos que es un multiplo enteko de

—Sik =1 el estado esperiodico.

. !
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto
E

jemplo:

/

7 0,2 O,lE
P=pn0 0 1t

Ho 1 of

f(”’—076 . Bao 11/3 12/3E
o) — (0 "o M:(Mij)‘ﬁ>o 2 1r
fyp =1f5 =0(n-2) Hn 1 o E
fz(:?) = f3(2n) =0o(n-1)

o _0 01 ,n=1 O

f n-— n-—
%’ 7"01+0,77702,n>1 | estado 1 es transitorio. Los

0 = N 0,2 ,N=1  estados 2 y 3 son recurrentes
BJ 7"0,2+0,7"201,n>1 positivos y son perlodlcosj

Ll. Cerda.
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

» Una cadena aseducible si cada estado puede ser
alcanzado desde cualquier otro estado, es decir, si existe ui
enterom para el cuap;(™ > 0 para cada par de estadys.

» Un subconjunto de estad@Gsescerrado si no es posible
alcanzar desde un estado@lringun otro estado fuera de
ese conjunto, sino so6lo estadoxdde

 Si un conjunto cerrado tiene un solo estado, este se llama
absorbente

» ConsecuenciaSi el conjunto de todos los estados de la
cadena es cerrado y no contiene ningun otro subconjunto
cerrado, la cadena es irreducible.

. !
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

* Ejemplo:

0,1
1@@A0/7<D\0‘2@>1/' 1

» El estado 4 es absorbente.
» Los estados 2 y 3 son un conjunto cerrado.
* La cadena no es irreducible.

. A
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

e Definiciones:

—Si un estado es positivo recurrente y aperiodico se dice que
un estadergaodico.

—Si todos los estados de una cadena son ergodicos, decimo
la cadena esrgodica
* Teoremas:
—Las cadenas finitas, aperiddicas e irreducibles son ergddica

—Si una cadena es irreducible se cumple una de las tres
propiedades siguientes:

» Todos los estados son positivos recurrentes.
» Todos los estados son recurrentes nulos.
» Todos los estados son transitorios.

? €S

5 que

\S.

« Ademas todos los estados son o aperiodicos o periodi¢os
con el mismo periodo.
32
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

* Probabilidad de estar en un estado: en general usaremos
notacionr(t) = P{X(t) =i}. En forma vectorial (vector
fila) T(t) = (my(t) , o(t), ...).

* La evolucion de la cadena depende de las probabilidades
inicialest(0) (condiciones iniciales).

e Cuando estudiemos el régimen transitorio del sistema
estaremos interesados ).

e Cuando estudiemos el régimen permanente del sistema
estaremos interesadosdistribucion limite

() = (Ty(e0) , Th(), ...) =Tt= (T, T, ...)

\ (si el limite existe). J
33
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

e Calculo de la distribucion limite:

en forma a(1) = n(Q)P

matricial )
n(2) = n(0)P
(1) = 2 P T(t-1) -
= 7m() = n(0)P”
Si existe la B’[ P> se llama matriz limite y

distribucion O P =[x tes la distribucién limite.

\h’mite H,[ JM

Ll. Cerda.
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto

* Ejemplo
08 015 005 0.764 0.1680.068
P=07 02 01 P*=[0.760 0.1700.070)
05 03 02; 1.752 0.1740.07%

\ [0 1t=(0.76250, 0.16875, 0.06875)

~

0.76280.16860.0686  [0.762500.168750.068750
P*=[0.76200.16900.0690F" = 0.762499.168750.068750
H).76040.16980.0698'  [0.762497.16875D.068752

!
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto

e Distribucién en estado estacionario:

T5(t) = 2 P TR(t-1)
En forma matricialm(t) = m(t-1) P
Suponiendo que existe el limite: ljm,, T5(t) =Tt

estar en el estadpy = (1, T, ...), el vector de
probabilidades en régimen estacionario.

En forma matricial (Global balance equatiofis

n=mnP
\ ne=1,e(1,1,..)

Ti(t) = PX®) =i} = ZPXO =1 | X(E-1) =K} P{X(E-1) =K},

Llamamos 1t la probabilidad en régimen estacionario de

~

!
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

P=®7 02 01
ne=1e (@11 ..)
5 03 02f

Solucién usando octave:

Resolucion de la ecuacidn(l-P) = Ocambiando la ultima
ecuacion porte = 1

octave:1> P=[0.8,0.15,0.05,0.7,0.2,0.1;0.5,0.3,0.2];

octave:2> s=size(P,1); # number of rows.

octave:3> [zeros(1,s-1),1]/ ...

> [eye(s,s-1)-P(1:s,1:s-1), ones(s,1)]

ans =
0.762500 0.168750 0.068750
NOTA: he puesto octave en: abiell# /users/scratch/llorenc/bin
37
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

* No confundir ladistribucion limite 11(c0) y ladistribucién
estacionariatt, solucion de la ecuaciorm=1tP, e =1

* En generaity (o) NO tienen por que ser iguales:

1
— En esta casa(ew) NO existe
(P*no converge) y

1 = (13, 1/3, 1/3).

. !
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto \

Teoremas pareadenas ergodicagirreducibles y aperiodicas):

— T=T()
— El tiempo medio que estamos en un esjativante un

tiempot se puede calcular comoeTs (15 es la porcion de
tiempo que la cadena esta en el esfado

— Definimosy;, la tasa de visitas, como el nimero medio
de visitas al estadceentre dos visitas sucesivas al estado
j. Tenemos que; = Tt/Tt.

— M, =1/t (tiempo medio entre visitas sucesivas al estada
j). Esta propiedad se cumple para cadenas irreducibles y

recurrentes positivas, aunque sean periodicas (y por lo
/39

tanto no ergoddicas).

/
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto

J

Cadenas absorbentes

Sea la matriP; ,, de una cadena con r estados: s estados
transitorios y r-s estados absorbentes. En forma canonica:

P _— g{svs} R{S,I’-S} E
{rr} — |
r-s,s {r-srs

« Ejemplo: bc d a e
b 00 01 0 09 Of
@@ L@ %3
cO0 0 08 0 027
& 0@, 1 P 30 a7 0 oo
0,3 /os 1 B ' B
ad0o 0 0 1 0(
\ eHo 0 o oﬂ
40
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Conceptes fonamentals de xarxes de computadors. Un enfocament analitic.

Cadenas de Markov de tiempo discreto \

Cadenas absorbentes _g{ss} Rirs E
I

<

{r} —

Resultados rsg {rsrg

* Definimos la V.A.n; = {numero de visitas al estaglantes de la
absorcion, partiendo del estaglo

{E[ nyI}I= N=(-Q)*.
* {Var[ nij]} =N (2 I\Idiag B I) B qur' Dondequr: {E[ nij]z}-
* Definimos la V.A. t; = {numero de visitas a un estado transitori
antes de la absorcion, partiendo del esthdo

{E[t]}=t=Ne {Var[t]} = (2 N-1) T - T4,

o

ndo

* Definimosb; como la probabilidad de ser absorbido por el est:

j (jO{absorbentes}) partiendo del estadol{transitorios}):
{bj}=B=NR.
41
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/ Cadenas de Markov de tiempo discreto\

Demostracion (I).
‘N =(-Q*

Elny] = 8+ P Elngl O {E[ myl}=N=1+QN O N = (I-Q)™".

(T es el conjunto de estados transitorios)
« {Var| nij]} = N (2 Ndiag -1) - qur :

Var[n] = E[n;?] - E[ny] 20 {Var[n;]} = {E[ n;’]} - Ngg

E[Ny? = Zyoa Puc Oy + Zior Py El(nyg+ 6;)7] =
Zyom Pic O+ Zr P (EINT+2 Elngl 8+ §;) =
& + Zyor (P EINgT+2 py ElN] ;) U
{E[n;7T}=1+Q {E[N;?TH+2 (Q N)giag = (1-Q)*(1+2 @Q N)ging) =

N(1+2 (N-1) giag) = N(2 Ngipg- 1)

\(A es el conjunto de estados absorbentes) J
42
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Demostracion (l1).
«{E[t]}=T1=Ne
E[t] =2 ElnJ U {E[t]}=T1=Ne
«{Var[t]} = (2 N-1I) T — 14
Varlt] = E[t7] - E[t] 20 {Var[t]} = {E[ t°]} - T,
E[67] = Zon Pict Ziar P El(ter 177 =
Ziom Pt Zior P (E[4+2 Eft] + 1) =
1+ Zyor (P EML3+2 py E[t]) O
{Elt=e+ Q{E[tTH+2 Q1= (1-Q) (et2QT) =
Ne+2QT)=1t+2NQT=1+2N-1)Tt=(2N-1)T
. {bij}Z B=NR.

\bij: P+ Zyor P by, JUAD {bj}=B=R+QB =(I-Q*R=N R-/
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Observacion

Si en vez de partir del estadpartimos con una distribucion
inicial T,,, siendar,(M las componentes de los estados
transitorios yrm,®™ las componentes de los estados absorbentes:

* n(1,) = {numero de visitas al estaglantes de la absorcion}:
E[ n(m)}= Ty N.
{Var| nJ(T[O)]} = TR)(T) N (2 I\Idiag -1) - (TR)(T) N)sqr'
* {(1,) = {nUmero de visitas a un estado transitorio antes de la
absorcion}:
{E[t(m)]} = ;O 1. {Var [t]} = ™ (2N - 1) T - (15" 1)gq-
* b,(T,) = {probabilidad de ser absorbido por el estgdo

\ {bj(Tl'O)}: (D B + ;W = 1,(N (N R) + 1,V . J
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Extension de los resultadas

Un conjuntoSse llama abierto si desde cualquier estado se puede
alcanzar un estado & SeaQ la submatriz dé€ correspondiente a
un conjunto cerrado. Séala submatriR = {p;,i U S, jU S}
Supongamos que el proceso parté des.

* Definimos la V.A.n; = {numero de visitas al estaglantes de salir

deS}: {E[ nij]}: N = (I'Q)_l y {Var[nij]} =N (2 I\Idiag B I) B qur'

* Definimos la V.A. t; = {numero de visitas a un estaddS antes de

salirdeS: {E[t]} = t=Ne {Var[t]} = (2 N-1) T -1,

* Definimosb; como la probabilidad de irjalS: {b;}= B=NR.

Ll. Cerda.
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