Cadenas de Markov

Después de mucho estudio sobre el clima, hemos visto que si un dia esta soleado, en el 70% de los casos
el dia siguiente continua soleado y en el 30% se pone nublado. En términos de probabilidad, o que nos
sirve entonces para predecir € clima, vemos que la probabilidad de que continle soleado €l dia siguiente
es.7y laprobabilidad de que a dia siguiente esté nublado es .3. También nos fijamos en que si un dia
esta nublado, la probabilidad de que esté soleado €l diasiguiente es .6 y la probabilidad de que se ponga
nublado es .4.

Pregunta
Hoy esta nublado, ¢cual es la probabilidad de que mafiana continde nublado? ¢cual es la probabilidad
de que esta nublado pasado mafiana?

Podemos ilustrar esta situacién por medio de un diagrama de arbol:

Tiempo hoy Tiempo mafana Tiempo pasado mafiana
v soleado
S———
3 nublado
.6 soleado
4 nublado

Figura 1 Posibles estados del tiempo a partir de que hoy esta nublado

nublado

Con laayuda de la Figura 1 podemos predecir qué ocurrird mafiana si sabemos que hoy esta nublado.
Vemos que la probabilidad de que mafiana continte nublado es .4, es decir, s hiciéramos esta prediccion
muchas veces estariamos en |o correcto cerca del 40% de las veces. Para conocer la probabilidad de esté
nublado pasado mafiana buscamos en las hojas del arbol correspondientes a Tiempo pasado mafiana los
lugares donde dice nublado. Hay dos hojas donde esto ocurre. Ahoralo que queda es determinar cdmo
desde € principio, desde laraiz del érbol, podemos llegar alli.

Si hoy esta nublado, para que pasado mafiana esté nublado, podriamos tener un dia de mafiana soleado o
nublado. Asi tenemos las siguientes secuencias en orden de (hoy, mafiana, pasado mafiana):

(nublado, soleado, nublado) o (nublado, nublado, nublado) donde pasado mafiana es nublado. Estas
secuencias son mutuamente excluyentes, corresponden a caminos distintos en el arbol, asi tenemos que:

P(pasado mafiana nublado | hoy nublado)
= P((nublado, soleado, nublado) o (nublado, nublado, nublado))
= P(nublado, soleado, nublado) + P (nublado, nublado, nublado) = (.6~ .3) + (4~ .4) =.34.

Este resultado se obtuvo multiplicando |as probabilidades condicionales alo largo de los caminos desde
hoy nublado hasta pasado mafiana nublado. No es necesario que seamos tan especificos en términos de
hoy, mafiana o pasado mafiana, podemos darnos cuenta que lo realmente importante es e nimero de
dias que pasa entre una prediccion y otra. El problema que tratamos es equivalente a problemaen que s
en € dia 0 esta nublado, ¢cudl esla probabilidad un dia después también esté nublado?, ¢dos dias
después?, ¢100 dias después?...
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Pregunta
Hoy esta nublado, ¢cual es la probabilidad de que esté nublado tres dias después? Representa esta
situacion con un arbol.

El proceso de este ggemplo sdlo puede adquirir uno de dos estados posibles s; = nublado y s, = soleado.
La probabilidad con que se va de un estado a otro depende del estado en que estamos en €l presente.
Degjemos que X represente €l estado del climadel dianumero 1, X, el estado del climadel dia nimero 2
y asi sucesivamente. En general, paran =1, 2, ... sea X,, €l estado del climaen e enésmo dia

La sucesién de observaciones X3, X, ... sellamaun proceso estocastico o proceso aleatorio. La
primera observacion X, se conoce como €l estado inicial del procesoy paran=2, 3, ..., X, esd estado
del proceso en el tiempo n. En un proceso de este tipo los valores de las observaciones no pueden
predecirse con precision de antemano. Sin embargo puede especificarse una probabilidad de observar
determinado valor, tal como en nuestro g emplo.

En un proceso estocéstico € estado varia en una forma aleatoria. Para describir el modelo de
probabilidad es necesario especificar una probabilidad para cada uno de los posibles valores del estado
inicial. También es necesario especificar para cada estado subsiguiente X .1 todas las probabilidades
condicionales de laformasiguiente: P(Xni1 = S | X1 =51, X2 = S, ..., Xn = ). ESto quiere decir que
paratodos los tiempos n, € modelo de probabilidad debe especificar 1a probabilidad condicional de que
el proceso esté en € estado s+1 en el tiempo n+1, dado que en lostiempos 1, 2, ..., n €l proceso estuvo
en los estados s, &, .., Sn.

Muchos procesos reales, como € del eiemplo, se pueden modelar examinando Unicamente la historia
mas reciente, es decir, examinando su Ultimo estado, sin considerar todos los estados anteriores. Una
cadena de Markov (genera) es un proceso de esta naturaleza: en el momento n el estado actual del
proceso y todos |os estados anteriores son conocidos, entonces |as probabilidades de todos |os estados
futuros X (j > n) dependen Unicamente del estado actual X,y no de los anteriores, X1, X2, ... Xn1. EStO
se puede ver en e diagramade arbol, si sabemos cudl es estado del clima hoy, no tenemos que saber
cud fue e de ayer, antier o antes.

Formalmente, una cadena de Markov es un proceso estocastico tal que paran =1, 2, .... y para cualquier
sucesion posible de estados si, S, ..., She1, tENEMOS
PXni1 =81 [ X1 =81, X2 =9, ..y, Xn = S) = P(Xie1 = Swea | Xn = S).

Tal como en e gemplo del clima, s usamos la regla de multiplicacion repetidas veces vemos que las
probabilidades en una cadena de Markov deben cumplir:

P(xl:Sll X2:S21 ,xn:Sn)
=PX1=s) P(X2=9| X1=5) P(X3=5| X2 =) ... P(Xh =S| X1 =Sv1).

Pregunta
Demuestra este Gltimo resultado.

En general, consideramos una cadena de Markov que en cualquier momento estara en alguno de un

nimero finito k de estados s1, , ..., & . Un proceso aeatorio de esta naturaleza se llama una cadena de
Markov finita.
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Pregunta
¢ Es el ejemplo del estado del clima una cadena de Markov finita? Explica. Identifica los estados.

La probabilidad condicional P(Xn+1 =5 | Xn =), de que la cadena estara en el estado 5 en el tiempo
n+ 1s estaen € estado s en e tiempo n se conoce como una probabilidad de transicién. Si parauna
cadena de Markov esta probabilidad de transicion tiene el mismo valor paratodo |os tiempos n

(n=1, 2, 3,...) decimos que la cadenatiene probabilidades de transicion estacionarias. Es decir una
cadena de Markov tiene probabilidades de transicion estacionarias S para cualquier estados s y § existe
una probabilidad de transicion pj tal que P(Xn+1 =5 | Xn=5) = pjj paran =1, 2, 3,...

Pregunta

¢Son las probabilidades del ejemplo del estado del clima estacionarias? Construye ejemplos de
situaciones que se puedan representar por procesos estocasticos, por cadenas de Markov generales, por
cadenas de Markov finitas, por cadenas de Markov finitas con probabilidades estacionarias.

L as probabilidades del egemplo pueden presentarse en forma de matriz:
soleado(s;) nublado(s,)

soleado(s,) a&7 30
nublado(s,) &6 vy

Esta matriz que incluye las probabilidades de pasar de un estado a otro en un paso se llamalamatriz de
transicion. Los elementos en cada una de las filas suman uno. En la primerafila representamos
P(Xn=51| Xn1=51) =P(soleado | soleado) =.7 y P(Xn=% | Xn1 =$51) = P( nublado | soleado) = .3.

Pregunta
¢ Qué probabilidades condicionales representa la segunda fila?

En general, considera una cadena de Markov con k estados posibles s, s, ..., S Yy probabilidades
estacionarias. Parai = 1,2, 3, ...,k y j =1, 2, 3, ..., k denotaremos por pj; |a probabilidad condicional de
que el proceso estara en el estado s en un determinado momento s esta en el estado s en e momento
inmediatamente anterior. Entonces la matriz de transicion de la cadena de Markov se define como una
matriz de dimensionesk “~ Kk, que Ilamamos P con elementos p;:

éa)ll P - plkg
_CPxn Pxm o Pyt
"o i
gpkl P Pkka

El elemento en lafilai, columnaj p; =P( Xn =5 | Xn1 = S), representa la probabilidad de transicion de
un paso. Estos elementos son probabilidades, vemos que p;; 3 0 paratodo i, j y que ademés la sumade
Kk
estos valores en cadafilaesigua al: é p; =1. Estonosdice que s estamos en €l estado i, entonces la
j=1

suma de las probabilidades de ir aun estado sy, S, ..., & €S UNO.
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El usar esta representacion en forma de matriz nos facilita el computo de las probabilidades de transicién
en més de un paso. Regresemos a gemplo del estado del climay afladamos algo de notacion. Digamos
gue €l estado s; esigua an, indicando que e diaestanubladoy s, esigua asindicando que esta4
soleado. Sea X, € estado del climaen e enésimo dia en que se observe. Asi X, serdigual ans € dia
estanublado y seraigual ass € dia esta soleado.

La pregunta que contestamos antes, |a probabilidad de que pasado mafiana esté nublado si sabemos que
hoy estéa nublado corresponde entonces a encontrar P( X3=n | X;=n). Para calcular esta probabilidad
examinamos los posibles estados del dia de mafiana y las formas de como llegar a X3 = n, vemos esto en
el siguiente &rbol:

Tiempo hoy Tiempo mafana Tiempo pasado mafiana

Pu=_.7 X3=s
P12=. ngn
p21:.6 X3=S§s
o —
P22 =. ngn

Figura 2 Notacion para los posibles estados del tiempo

P22 = 4

Asi la probabilidad que nos interesa se puede calcular como hicimos antes, usando laformula de
probabilidad total:
P(X3=n|Xi=n) =(6" .3)+(4" .4 en términos de nuestra notacion esto esigua a

= (P2r” Pr2) + (P22~ P2o)
=P(X2=s|X1=n)P(X3=n|X2=9 +P(X2=n|X1=n) P(X3=n|X2=n).

Es decir, hemos descompuesto € evento de que pasado mafiana esté nublado si sabemos que hoy 1o esta4
en términos de todas | os estados gque se pueden observar mafiana. Entonces, para cada posible estado del
clima de mafiana examinamos como podemos tener €l dia de pasado mafiana nublado. Ahora veamosla
expresion resultante. Si examinamos la expresion (P21~ pi2) + (P22~ Pe2), VEMOS que ésta corresponde al
elemento en la segunda filay segunda columna de la matriz que resultaa multiplicar P~ P. Es decir

P p= &/ 3(&7 30 a’e? J+3 6 .7 .3+.3 40 b7 330

Esta Ultima matriz es la matriz de transicién del proceso en dos pasos. Nos da | as probabilidades de
Ilegar en dos pasos a cualquier estado si partimos de un estado particular. Por gjemplo, de ahi podemos
leer que P( X3=n|X1=9) =.33y P(X3=5s|X1=n)=.66. Como e proceso es estacionario podemos
inclusive determinar que P( Xs=n| X3=n) = .34, yaque lo Unico que afecta el resultado es € nimero
de dias en € futuro en que queremos hacer la prediccion.

Podemos extender este argumento a cualquier nimero de dias en € futuro en que queremos hacer la
prediccion, vemos que P~ P = P? corresponde a las probabilidades de transicion en dos pasos, entonces
P, P*, ..., P™, ... corresponden alas probabilidades de transicion en 3, 4, ..., m pasos respectivamente,
De hecho, la matriz P™ se conoce como lamatriz de transicion en m pasos de la cadena de Markov.
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Estas matrices pueden encontrarse facilmente usando una cal culadora con esta capacidad o un programa
de computadoras tal como Excel.

Hasta ahora no sabemos |as probabilidades de encontrar el clima en un estado particular (soleado o
nublado) irrespectivamente del estado del tiempo de hoy, es decir no sabemos P(X, = ), por gemplo. S
aplicamos la definicidn de probabilidad condicional y la férmula de probabilidad total, sabemos que

P( X2=y9) =P(X2=sy X1=9 +P(Xz2=syXi=n)
=PX2=5s|X1=9P(X1=9) + P(X2=s| X1=n)P(X1 =n).

Asi que para calcular P( X, = s) debemos conocer € valor de P( X1 =19) y de P( X;=n) ademéas de las
probabilidades condicionales. Estas Ultimas estédn dadas en la matriz de transicion, asi que son

conocidas. Las probabilidades P( X1=5) =w; Yy P( X1=n) =w, se conocen como las probabilidades
iniciales del sistema. Su valor se puede estimar o suponer através del historia de dias soleados o
nublados con que se cuente hasta ese momento. Podemos escribir P( X, =S) = wipi; + W21, recordando
gue €l estado nimero 1 corresponde a soleado y € estado nimero 2 corresponde a nublado. Debemos
darnos cuenta que w; + w, = 1, pues estas probabilidades incluyen todos los posibles estados en que
puede estar € sistema.

Pregunta
Encuentra P( Xz =s)si w1 =.7 y wp, =.3.

Podemos extender la notacion de matrices a las probabilidades iniciales, esta vez usando un vector de
probabilidad. Considera una cadena de Markov con k estados posibles s, s, ..., S Y probabilidades
estacionarias. Supongamos que a inicio, la cadena puede estar en cualquiera de los k estados con la
probabilidad de que esté en el estado s con probabilidad w; 3 0, es decir P(X; =) = w; para

i=1,2, .., Kkyqueademasw; + wy + ...+ wy = 1. Estas probabilidades describen un vector de
probabilidad w = (w1, Wo, ..., Wy), en este caso llamado vector de probabilidad inicial.

Usando este vector de probabilidad inicial podemos calcular por g emplo,

k
P(Xz = Sj) =a P(Xl =5 yxz = Sj)

i=1

K
P(X,=s)P(X, = S; [X,=s)=a W P -

i=1 i=1

o~

Esta Ultima sumatoria corresponde al componente j del vector wP, asi |as probabilidades de que X, esté
en cualquiera de los k estados estan dadas por €l vector vP. Podemos generalizar este resultado aln mas.
Supongamos gue en el tiempo n, la probabilidad de que € sistemaesté en €l estado s esP(X, = S) = v,

Kk
entonces P(X,,, =s;) = é v,p;. paraj =1, 2, ..., k. Dicho de otraforma, si las probabilidades de los

i=1
estados en el tiempo n estan especificadas por €l vector de probabilidad v, entonces las probabilidades
en € tiempo n+1 estén especificadas por € vector de probabilidad vP. De agui podemos ver que s €
vector de probabilidad inicial para una cadena de Markov con probabilidades de transicion estacionarias
es w, entonces | as probabilidades de |os varios estados en € tiempo n+1 estan especificados por €
vector de probabilidad vP" .
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Pregunta
Demuestra esta Ultima aseveracion. Encuentra el vector de probabilidad correspondiente a Xs si

w = (.7,.3).

Ejercicios y Problemas

1. Caminata aleatoria con barreras que reflgan.
2. Caminata a eatoria con barreras absorbentes.
3. Difusion de gases

4. Modelo de colas

5. Cgjas con canicas
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